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Abstract. Let G be an orthogonal or symplectic p-adic group (not necessarily split) 
or an inner form of a gênerai linear p-adic group. In a previous paper, it was shown 
that the Bernstein components of the category of smooth représentations of G are 
équivalent to the category of right modules over some Hecke algebra with parameters, 
or more gênerai over the semi-direct product of such an algebra with a finite group 
algebra. 

The aim of the présent paper is to show that this équivalence préserves the tem- 
pered spectrum and the discrète séries représentations. 

RESUME: Soit G un groupe p-adique orthogonal ou symplectique (pas nécessaire- 
ment déployé) ou une forme intérieure d'un groupe linéaire général p-adique. Dans un 
article précédent, il a été montré que les composantes de Bernstein de la catégorie des 
représentations lisses de G sont équivalentes à la catégorie des modules à droite sur 
une certaine algèbre de Hecke avec paramètres, ou plus généralement sur le produit 
semi-direct d'une telle algèbre avec l'algèbre d'un groupe fini. 

Le but de l'article présent est de montrer que cette équivalence préserve le spectre 
tempéré ainsi que la série discrète. 



Fixons un corps local non archimédien F de valeur absolue normalisée | • |f- 
Soit G (le groupe des points rationnels d') un groupe orthogonal ou symplectique 
ou encore d'une forme intérieure d'un groupe linéaire général (défini sur F). On 
considérera la catégorie Rep{G) des représentations complexes lisses de G. 

Soient P un sous-groupe parabolique de G, M un sous-groupe de Levi de P et 
{cr,E) une représentation irréductible cuspidale de M. Notons Oa ou encore O 
l'ensemble des tordus de a par un caractère non ramifié de M, modulo équivalence, 
appelé classe inertielle de a, et Repo(G) la composante de Bernstein de Rep{G) 
associée à O. Ecrivons pour l'intersection des noyaux des caractères non ram- 
ifiés de M, ind^ji pour l'induction compacte et pour le foncteur de l'induction 
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parabolique normalisée. Fixons une composante irréductible (cri,£'i) de la restric- 
tion de (T à M^. Posons Eb„ = ind^iEi ci H = Endc,{i^EBu)- 

Il a cto remarque par J. Bernstcin [Ro] que ipEg^ est un progcncrateur de 
Repo{G). Par le contexte de Morita qui en résulte, on a une équivalence entre 
Repo{G) et la catégorie des % —modules à droite, donnée par V Home (ipiSs^, 
V). 

Dans [Hl], l'auteur de cet article a montré que % est le produit semi-direct 
d'une algèbre de Hecke avec paramètres (au sens de Lusztig [Ll]) par l'algèbre d'un 
groupe fini. L'objet de l'article présent est de prouver que l'équivalence de catégories 
V M> HomG(îpi?B^, V) préserve le spectre tempéré ainsi que les représentations de 
carré intégrable (modulo le centre de G). 

L'article est organisé de la manière suivante: au premier paragraphe, nous 
rassemblons les résultats nécessaires relatifs aux représentations tempérées et de 
carré intégrable des groupes p-adiques. Le deuxième paragraphe est consacré à 
celles des algèbres de Hecke avec paramètres. Au troisième paragraphe, nous 
prouvons un lien entre les exposants pour les modules d'algèbres de Hecke avec 
paramètres et ceux des modules de Jacquet de représentations de G. L'objet du 
quatrième paragraphe est d'énoncer certaines propriétés des modules de Jacquets 
des représentations de G dont nous aurons besoin au paragraphe 5 pour prouver 
notre théorème principal. 

Je remercie A. -M. Aubert pour la correction de quelques erreurs de frappe et E. 
Opdam pour des discussions sur la définition des représentations de carré intégrable 
(modulo le centre) des algèbres de Hecke. 

1. Fixons un tore déployé maximal Aq dans M. Notons W le groupe de Weyl 
de G associé à ce tore. Un sous-groupe parabolique P' de G sera dit semi-standard 
s'il contient Aq. Il existe alors un unique sous-groupe de Levi M' de P' qui contient 
Aq. On dira que M' est un sous-groupe de Levi semi-standard (de P' ou de G). 
On écrira Am' pour le tore maximal déployé contenu dans le centre de A^f', clm' 
pour son algèbre de Lie réelle, a\j, pour son dual et a\j, ^ pour le complexifié de 
a\j,. On a une décomposition canonique a^, = a^*, ® a*Q. Le groupe de Weyl de 
M' relatif à Aq sera noté W'^' . 

Il existe un unique sous-groupe parabolique semi-standard minimal Pq contenu 
dans P. On dira que P' et M' sont standard s'ils contiennent respectivement Pq 
et le sous-groupe de Levi semi-standard, noté Mg, de Pq. 

Si P est un sous-groupe parabolique semi-standard de sous-groupe de Levi stan- 
dard M, on notera P le sous-groupe parabolique semi-standard de G qui vérifie 
P n P = M. On dira qu'un sous-groupe parabolique semi-standard P de G est 
anti-standard si P est standard. 

Lorsque M' est un sous-groupe de Levi semi-standard, on notera X'^'^(M') le 
groupe de ses caractères non ramifiés. On a ime surjection canonique a\j, ^ — >■ 
3£"(M') que l'on notera A i-> x\- Sa restriction à a^, est injective d'image égale au 
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sous-groupe des caractères à valeurs relies. On définit 5R(xa) = 5î(A). Remarquons 
que, lorsque % est un caractère de M, le caractère \x\f est non ramifié à valeurs 
réelles. On peut donc définir la partie réelle de X) notée 3fî(x), comme étant celle 

de \x\f- 

Soit (tt, V) une représentation admissible de M' . Appelons sous-espace car- 
actéristique la donnée d'un caractère non ramifié x de Am' et d'un sous-espace non 
nul formé des éléments v àeV pour lesquels il existe un entier A?' > tel que, 
pour tout a' G Am', 

{n{a')-x{a')fv = 0. 

On appelle x un exposant du ^M'-module V, et on sait que V est, en tant que 
^M'-module, la somme directe de ces sous-espaces caractéristiques. 

Le foncteur adjoint à gauclic; de; ip, sc^ra noté Vp, . Rappelons que, par le deuxième 
théorème d'adjonction de J. Bernstein, est l'adjoint à droite de ip,. 

1.1 Lorsque P' est un sous-groupe parabolique standard de G de sous-groupe 
de Levi standard M', notons S(P') l'ensemble des restrictions non nulles à Am' 
des racines réduites de Aq dans l'algèbre de Lie du radical unipotent de P', A(P') 
le sous-ensemble des restrictions non nulles des racines simples (relatives à Po), et 
+ap* (rcsp. "'"ap,*) l'ensemble des combinaisons linéaires de A(P') à coefficients 
> (resp. > 0). 

Pour les représentations admissibles de G, on a le critère suivant, dû à Casselman: 
Proposition: ([W, IILl.l et IIL2.2]j Soit tt une représentation admissible de 

G. 

(i) Pour que la représentation tt soit tempérée, il faut et il suffit que, pour tout 
sous-groupe parabolique standard P' de G tel que P' = G ou P' soit propre et 
maximal, et tout exposant x de rp,TT, on ait 3î(x) G +ap,*. 

(a) Supposons que tt admette un caractère central. Pour que tt soit de carré 
intégrable (m,odulo le centre de G), il faut et il suffit que le caractère central soit 
unitaire et que, pour tout sous-groupe parabolique standard P' de G, propre et max- 
imal, et tout exposant x de rp,TT, on ait îî(x) G """ap,*. 

1.2 Remarquons que le groupe de Weyl W agit sur l'ensemble des sous-groupe de 
Levi semi-standard de G. On désignera cette action par M' i— )■ wM' . Lorsque M' 
est un sous-groupe de Levi semi-standard, notons ^ l'ensemble des doubles- 
classes W'^'\W/W'^ et ^'W^{M') le sous-ensemble des doubles-classes des élé- 
ments w avec wM Ç M'. Le groupe ^ {^') (ainsi que les représentants de ses 
éléments dans W) agit sur l'ensemble des sous-groupes paraboliques semi-standard 
de G de sous-groupe de Levi M'. On notera cette action P' i-> wP' . 



Proposition: Soit tt une représentation irréductible dans Repo{G). Alors, 
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(i) la représentation tt est tempérée, si et seulement si les parties réelles des 
exposants de rpir sont dans +ap*. 

(ii) la représentation n est de carré intégrable (modulo le centre de G), si et 
seulement si son caractère central est unitaire et si les parties réelles des exposants 
de TpTT sont dans "•"Op*. 

Preuve: Il résulte de la transitivité du foncteur de Jacquet que les exposants 
de TpTT ont cette propriété, si cette propriété est vérifiée par rapport à tout sous- 
groupe parabolique maximal (cf. [W, III. 1.1 et III. 2. 2]). La réciproque tient au 
fait que tt se plonge dans l'induite parabolique d'une représentation cuspidale d'un 
sous-groupe de Levi de P. Explicitons la preuve: 

Fixons un élément a' de O tel que tt soit une sous-représentation de ipcr'. Soit 
P' un sous-groupe parabolique standard maximal de G de sous-groupe de Levi 
standard M' . Suite à la cuspidalité de ct', f%f^^-ip,cr' est nulle si M ^ w''^M'w et 
égal à a' sinon. La semi-simplifiée de rp,ipa' est donc, par le lemme géométrique 
[BZ2, 2.12], égale à 

Pour des raisons analogues, la semi-simplifiée de rpipa' est égale à 

W. 

Notons Wp'{tt) (resp. Wp{tt)) l'ensemble des w £ ^'W^{M') (rcsp. w G 
^W^(M)) tels que iM'nwP^"^' ont un sous-quotient en commun (resp. 

wa' est un sous-quotient de rpii). 

Supposons les parties réelles des exposants de rpTT dans +ap* (resp. '^a'f,*). On 
a donc ^{xwa') = '^{wXct') € +a^* (resp. """ap*) pour w G Wp{'ïï). 

La semi-simplifiée de rpf^j^,i^,^^pWa' est 

w'wa'. 

Si w G Wp'{tt), alors, par la transitivité du foncteur de Jacquet, w'w G Wp{tt) pour 
au moins un w' G ^(W^')"'^(M), et alors ^{w'wxa') e +a$* (resp. +a$*). Le 
caractère central de iM'n^pWa' est (xmictOiAm, = ("''"'Xcr' ■ C'est dans +apT 
(resp. +ap*). 

Signalons finalement que, lorsque (tt, V) est tempérée, le fait que le caractère 
central Xv de tt vérifie ^{xn) = résulte du fait que Xtt est la restriction au centre 
de G du caractère central Xt' de a' et que 3î(Xo-') G ~^(ip*, remarquant que a' est 
un sous-quotient de rpw par réciprocité de Probénius. 
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2. Considérons maintenant le cas d'une algèbre complexe % qui est le produit 
semi-direct d'une algèbre de Hecke avec paramètres par l'algèbre d'un groupe fini. 
Une algèbre de Hecke avec paramètres (cf. [L]) est associée à lui quintuplet H 

\ . S, A^, S^, A) avec A, A^ des réseaux en dualité, S et des systèmes de racines 
dans A et A^ respectivement, duaux l'un de l'autre, et A une base de S, ainsi que à 
un système de paramètres qa^Qui ot S A. Nous noterons 7^(2, {qa^Qa}) l'algèbre de 
Hecke associée et R le groupe fini tel que H = 'H{'E., {qa, q'^}) xi C[R]. On supposera 
que R agisse sur A. (Remarquons que cette hypothèse est bien vérifiée dans [Hl], 
mais fausse pour un groupe réductif général (cf. [GR] pour un exemple).) 

Soit V un 'H-module de dimension finie. Appelons sous-espace caractéristique 
de V la donnée d'un caractère non ramifié x de A et d'un sous-espace non nul 
formé des éléments v deV pour lesquels il existe un entier A'' > tel que, pour tout 
Ae A, 

(A-x(A))^« = 0. 

On appellera x un exposant de V. On sait que V est, en tant que A-module, la 
somme directe de ces sous-espaces caractéristiques. 

Nous dirons que |x| est la valeur absolue de x et faisons alors la définition 
suivante: 

2.1 Définition: Soit V un "H-module à droite de dimension finie. 

(i) On dit que V est tempéré, si les valeurs absolues des exposants de V pour 
l'action de A sont des combinaisons linéaires de A^ à coefficients < 0. 

(ii) Soit Z un sous-réseau de A, contenu dans le centre de H. On dit que V est 
de carré intégrable modulo Z , si le caractère pour l'action de Z est unitaire, si ZU A 
engendre un Z-module d'indice fini de A et si les valeurs absolues des exposants de 
V pour l'action de A sont des combinaisons linéaires de A^ à coefficients < 0. 

Remarque: Il suit de (ii) qu'une condition nécessaire pour qu'un ^/-module V 

possède des représentations de carré intégrable modulo Z est que Z U A engendre 
un sous-module d'indice fini du Z-module A. 

Cette définition est bien compatible avec celles données dans [KL], [O], [DO] et 
[BC] 

3. Notons M"' l'ensemble des éléments m de M tels que "^ai ~ cti. Rappelons 
que c'est un sous-groupe d'indice fini de M [Hl, 1.16]. L'algèbre de Hecke affine 
contenue dans Ti = EuddipEEp) est associée au réseau Aq := M'^/M^ et à un 
système de racines que l'on précisera plus tard (cf. section 4.). Soulignons ici 
seulement que les éléments de sont des multiples à coefficients > de certaines 
racines dans S(P) (via le plongement de A^, dans a^). 

Nous noterons bm l'image d'un élément m de M'^ dans Aq (ou plus généralement 
dans M/M^) et Zg l'image du tore central déployé Ag dans Aq. 
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Dans les notations de [Hl], on a C[Ac)] = Bq et donc B^ = Aq. Par conséquent, 
on écrira dans la suite Bq à la place de Aq. 

Posons B = <C[M/M^]. La représentation {ind^i(T^]^[i ,ind^jiE^]\[i) est iso- 
morphe à la représentation (Tb de M dans l'espace Eb '■= E (E)c B, définie par 
(TB(m)e (g) 6 = (T(m)e <S> bb„i. La représentation (cFBa, Eb^) est isomorphe à une 
sous-représentation de {(Jb,Eb)- L'espace Ebq est muni d'une structure de Bq- 
module, induite par la structure de -B-module de Eb, après restriction des scalaires. 

3.1 Notons Xa le caractère central de a. 

Lemme: Soit a G Aq- Alors, pour tout v € ipEBg, on a 



3.2 Proposition: Soit (tt, V) une représentation irréductible de G qui appar- 
tient à Repo{G). Notons Xn le. caractère central de tt. Alors, Zq agit par un 
caractère sur Homo {ipEBo,V) donné par z i->- {xTrXâ^){^)- 

En particulier, l'action de Zq se fait par un caractère unitaire, si et seulement 
si Xtt est un caractère unitaire. 

Preuve: Soit (p dans Home {i$EBo,V), v dans ipEB^ et a dans Aq- Alors, par 
le lemme 3.1, 

(fiibav) = (p{xa{a)~^{i$aB){a)v) = x<7{ay^TT{a)(p{v) = Xa{a)~'^X7r{a)(p{v). 

Choisissons un caractère non ramifié xx de M tel que tt se plonge dans la 
représentation induite ip{a (g) xa)- Alors, Xtt est la restriction de XaXx cen- 
tre de G. La restriction de X^^Xtt à Aq est donc bien trivial sur Aq n M^, i.e. 
l'action de Aq se factorise bien par Zg. □ 

3.3 Soit M' un sous-groupe de Levi contenant M. Remarquons que Am' Ç 
Am Ç AP^. Notons B^ ^ le sous-groupe de B^ formé des éléments {ba'\a' G 



baV = X<7{a) ^{i$(TBo){a)v- 





X<T{a)bav{g). 



Ceci prouve le lemme. 



□ 
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Am'}- Tout B|^-module V de dimension finie se décompose en sous-espaces car- 
actéristiques pour l'action de B^^^ . 

Proposition: Soit (tt, V) une représentation irréductible lisse de G qui appar- 
tient à Repo{G). Soit P' un sous- groupe parabolique standard de G qui contient 
P, de sous-groupe de Levi standard M' . 

Alors, Homcii^EBo, V) se décompose en sous-espaces caractéristiques pour l'ac- 
tion de . Notons Expr/M l'ensemble des exposants de r^n. Les exposants de 
Home (zpi?Bp, V) sont les caractères xxâ^ '^^^^ X G Exppi{-K), et vérifiant HomM' 
{^¥nM'EBo,{r%ry)x)^^- 

Preuve: Par le deuxième théorème d'adjonction de Bernstein (cf. [B, III. 3] et 
[R, VI. 9]), on a un isomorphisme d'espaces vectoriels 

nouiG{i$EBo,V) = YiouiM'{ipnM'EBo,r%rV). (*) 

Décomposons d'abord HomM'(îpnM'-^Bo'^p^^) espaces caractéristiques pour 
l'action de Baj^,- Pour x G Exppi{'ïï), notons HomM'(î^nM'^Boi''pr^)x 1^ sous- 
espace de HomM'( ip^j^iEsQ, f^V) formé des homomorphismes dont l'image est 
contenue dans {t^-k)-^. On a 

HomM' {ipnM' , r^V) = HomM' («PnM' Ebo , r§rV)x- 

Fixons X G Exppi{-K). Comme r^7r est de longueur finie, il existe un entier AT^ tel 
que, pour tout a' G Am' et w G {r^V)-^, 

{{r%,T,){a')-x{a')r-v = Q. 

Soit ip € HomM'(«pnM'-^Bo,î'p7l^)x) et prouvons que ip{ba' — x(a'))^'' = ^ pour 
tout a' S Am'- 

Par le lemme 3.1, on a, pour a' G Am', v' G ipnM'EBg, 

ip{ba'v') = ip{xa{a')~^{ip^M'<^Bo){a')v') 
= X-Ha')ir^n){a'Mv'). 
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Il en suit par la formule du binôme que 

N 

/AT \ 

= E ï (x^'(«')(rf.-)(«'))'^(-X.-^(«')x(a'))-^^-V(«') 

k=0 ^ ^ 

=0. 

Les exposants dans îloïRM'iipf^M'^Bo,r^V) pour l'action de ^ sont donc les 
caractères xxâ^y X G Expp'{-ïï), tels que HomM'(-È'Bo> (^p7^)x) 7^ 0- 

Traduisons ces exposants en exposants de HoniGiipEBg, V) via l'isomorphisme 
(*). Le deuxième théorème d'adjonction de Bernstein est réalisé par un isomor- 
phisme 

L : ïiomGii$>ipr^M'EBo,V) ^ ïiomM'{ipnM'EBo,r^V), 
défini de la manière suivante (cf. [B, III. 3.1]: notons ^' la restriction de 
au sous-espace {ip'i^r\M'^Bo)p>T^ formé des éléments v avec supp{v) Ç P'P'. 
Cette restriction est injective, et l'image de r-^f est une sous-représentation de 

r^ipiip^j^iEsQ qui est isomorphe à i^ç^i^pEsu- Cet isomorphismc est compatible 
avec l'action de Bo- Identifions ces deux espaces au moyen d'un tel isomorphismc. 

Avec cette identification, l'application l associe à un homomorphisme <^ : ip, 
^pr\M'^Bo ~^ ^ rhomomorphisme b{ip) : ipf^M' ^Bq — >■ l'^V qui envoie un élément 
r^v de l'image de ^ sur (r^ip)(r^v) := r^{ip{v)). Montrons que i est com- 
patible avec l'action de B^^^^ . 

Remarquons d'abord que, pour r^v dans l'image de r-^f et a € Am' , on a, 
par le lemme 3.1 et la -linéarité de r^, 

= r%r{K■Xa(.ar'i^%^^nM'^Ba){a')v). 

Par suite, 

L{ipba'){r%rV) 

=r%r{v{x.{a')-^i%ip'nM'^Bo{a')v)) 
=t{ip)r§riXa{a')-H%i^^M'0-Bo{a')v) 
=i{'p)Xa{a')-H^^M'<^Bo{a')r^{v) 
=L{ip)ba'r^{v), 
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d'où la ^M'-linéarité de 6. 

Remarquons que t~^(HomM'(îpnM'-^Soi ^p7^)x) ^st l'ensemble des ip tels que 

'''jFïi'^iii'p'^pnM' ^Bq) p'T')) Ç (''p7^)x- Pour if dans cet espace et a' € Am- , on a 
donc avec la formule du binôme 

= i{v){h^, - {xaX){a')r- = i{p{ha' - ix.xKa'))"-), 

d'où {ba' — {xaX){(^'))'^^V = Oj puisque b est injective et donc 

i{B.oïïiG{i$>ipnM'EBo,V)^^-i) = lîomM'{ipnM'EBo,r^V)^^--'- 

Pour obtenir l'isomorphisme (*), il faut composer avec l'isomorphisme 

K : ip,ipf^;^,EBo — >■ i^Ebq 

qui envoie un élément v de l'espace à gauche sur l'application G — > Ebq donnée 
par g {v{g)){l). Plus précisément, l'isomorphisme (*) envoie un élément ij) de 
HomG(ip-E'Bo, V^) sur o k). Comme k est -Bo-linéaire, il en est ainsi pour 
l'application tj) i->- ij) o k. L'isomorphisme (*) laisse donc invariant les espaces 
caractéristiques, et HomG(îp£'Bp, est l'ensemble des homomorphismes ip 

vérifiant r^{ip{{i^EBo)pi-p7)) Ç {r^V)^, ce qui équivaut bien à HomM' {i^nM' 
EBo,{r%rV)^)^0. □ 

3.4 Corollaire: L'ensemble des parties réelles des exposants du -module 
RouiaiipEBQ. V) est égal à celui des caractères centraux des quotients irréductibles 
de r^V qui appartiennent à O. 

Preuve: Remarquons d'abord que tout sous-quotient irréductible de r^V est iso- 
morphe à un quotient irréductible, les composantes de r^V étant des représenta- 
tions cuspidales de M. Ainsi, les exposants de r^V s'identifie aux caractères cen- 
traux des quotients irréductibles de r^^V. 

Le i?^-module Homo (ipEs^, V) se décompose en sous-espaces caractéristiques. 
Les restrictions à des exposants de ces sous-espaces caractéris-tiques sont des 
exposants pour HomG(ip£^B^, F) en tant que B^^^-module. Donc, tout exposant 
pour l'action de B^^ est la restriction d'un exposant pour l'action de B^. Rap- 
pelons que les caractères de B^ sont des caractères non ramifiés de M et que ceux 
de B^^ sont des caractères non ramifiés pour Am- Or, la restriction de M à Am 
est injective sur les caractères non ramifiés à valeurs réelles. Les parties réelles des 
exposants pour l'action par Bq ou par B^^^ sont donc les mêmes. Par la propo- 
sition 3.3, celles-ci correspondent aux parties réelles des caractères non ramifies 
X tels que îiomM{EBoA''~^''^)xxa) 0- Comme x<t est un caractère unitaire, le 
corollaire en résulte. 
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4. Il résulte presque directement de la proposition 1.2 et du corollaire 3.4 que 
les spectres discrets et tempérés sont préservés par l'équivalence de catégorie si 
les éléments de sont les multiples des éléments de A(P) par une constante 
non nulle. Cette hypothèse n'est toutefois pas toujours vérifiée. Pour établir le 
cas général, il faut du travail supplémentaire. On va d'abord collecter quelques 
propriétés qui nous serons utile pour le calcul du module de Jacquet. 

4.1 Définition: On dira que O est en position standard si 

(i) le sous-groupe de Levi M de groupe des points -F-rationnels égal à M est égal 

à 



GLfe^ X • • • X GLfc^ X GLfe2 x • • • x GL^^ x • • • x GL^^ x • • • x GL^^ xH,^, 
on H_i^ désignant un groupe semi-simple de rang absolu k et du même type que 

G; 

et 

(ii) O contient une représentation unitaire de la forme 

CT = (Tl (8) • ■ • (g) CTl (g) (72 (8) • • ■ (8) 172 (S) • ■ • (8> (8> • ■ • (8> (8) T, 

les classes inertielles des ai étant deux à deux distinctes avec ~ ct^ si ai et 
cr/ sont dans une même orbite inertielle, a^ ^ O^^ lorsque i j- 

On appelera a un point de base de O, si, en outre, pour tout i, ou bien il existe 
,s > tel que l'induite parabolique de ai\ ■ [p soit réductible ou bien l'induite 
parabolique de a^j • jj;. est irréductible pour tout nombre complexe s de partie réelle 

Remarque: On a vu dans [Hl] (en particulier [Hl, 1.13]), que l'on peut toujours 
se ramener à O standard et alors trouver un point de base dans O, vérifiant les 
hypothèses de la définition 4.1 sauf celle que a)' n'est pas dans la classe inertielle 
de <jj pour i ^ j. Or, il est facile d'arriver à cette condition supplémentaire après 
conjugaison par un élément du groupe de Weyl. 

4.2 Supposons O en position standard et désignons, pour i = l,...,r, par 
di le nombre des facteurs égal à at dans la décomposition de a. Notons a = 
(ai,i, . . . , ai,di ) (^2,1 ■ ■ ■ , ûr.dr) 1) Iss éléments du centre déployé Am de M et a,j les 
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éléments de A(P) avec 



aij{a) 



ai4i(hl\,\ si j = et i ^ r, 
, o-r.dr sinon. 



Proposition: ([Hl, 1.13 et 6.1] ) Fixons v.ji point de hase a de O. Les com- 
posantes irréductibles ^o,i de correspondent aux facteurs Ui de a. 
La composante irréductible T,Q^i est 

(i) de type B^. s'il existe s > telle que l'induite parabolique de crj| • |* (8> r soit 
réductible; 

(a) de type D^. si les conclusions de (i) ne sont pas vérifiées, mais Oi ~ a'^ . 
(m) de type Ad^-i dans les autre cas. 

Une base de l'ensemble des racines duales est alors formée respective- 
ment des éléments des ensembles {«i^, . . . , ^i-i) c^j,* + • • • + cx.r^dr}j {0^1,1-1 ■ • ■ ) 
0!i,di-ijOii,di-i + ^<^i,di} {o^i.i) • • • ) <^i,di-i} > multiplié chacun par un nombre réel 
> convenable. 

Lorsque J^o.i est une composante irréductible de T,o de type D^., notons r^ la 
symétrie simple associée à la racine courte du système de racine de type qui 
contient j. Alors, ri laisse invariant la base j. 

Le groupe R associé à Repo{G) est le groupe Rq engendré par les correspon- 
dant aux composantes irréducibles de type D^. de T,o- 



Remarque: En fait, il est indispensable pour cette proposition que le point de 
base a possède la condition supplémentaire de 4.1 qui manque dans [Hl]. Il y a 
donc un erratum à [Hl]. 

4.3 Lemme: Soit a' <E O et soit w E W tel que wa' soit un sous-quotient 
irréductible de rpir. Soit a un élément de A(P) dont aucun multiple n'appartient 
à A^(^ et notons Pa le sous-groupe parabolique standard de G de sous-groupe de 
Levi SaM. 

Alors, SaWa' est un sous-quotient irréductible de r~ tt. 

Preuve: Comme wa' est un sous-quotient irréductible de rpW, c'est même un 
quotient de rpir. Rappelons que, lorsque a £ A(P), la composante connexe du 
centralisateur du sous-groupe de Am égal au noyau de a est un sous-groupe de 
Levi standard de G que l'on notera M^. 

Par réciprocité de Probenius, on a 

U.oma{'ïï,ipWa') = HomM„(?"p^7r, i^°^^wcr'). 

Par les résultats de Harish-Chandra [Hl, 1.2 et 1.8], ip^Mc'"^^' °^ bien une 
représentation irréductible ou bien SaWa' ~ wa' et SaP Ci M = P n Ma- 
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Dans le premier cas, SaWa' est un sous-quotient de r^"^^ *pnM„^^'' ®* donc, 
par exactitude et transitivité du foncteur de Jacquet, de r~ tt. 

Dans le deuxième cas, la conclusion de la proposition est triviale, puisque Pa = P 
et SaWa' ~ wa' . Q 

4.4 Proposition: Supposons O en position standard. Soit (tt, V) une représen- 
tation irréductible de G qui appartient à Repo{G) et soit a' un sous-quotient 
irréductible de rpir. 

i) Notons Wij l'élélement du groupe de Weyl qui permute les facteurs GLk, x 
• • • X GLk- et GLk^ x • • • x GLk^ de M et Pij le sous-groupe parabolique standard 
de sous-groupe de Levi WijMw~j . Alors, Wijcr' est un sous-quotient irréductible 
de r% TT. 

a) Si i est de type Dd-, alors ria' est un sous-quotient irréductible de rp-K 
(où ri est la symétrie définie dans 4.2). 

m) Supposons T,(j^i de type Ad^-i et notons wo,i l'élément le plus long de son 
groupe de Weyl composé avec l'élément le plus long du groupe de Weyl du système 
de type B^. qui contient j. Alors, wo,iCr' est encore un sous-quotient irréductible 
de rp-K. 

iv) Plus généralement, si r est un élément du groupe de Weyl qui permute les 
facteurs de M_ et qui vérifie rA^ = A^^, alors ra' est un sous-quotient irréductible 
de r^p-K. 

Preuve: On obtient (i) avec le lemme 4.3, en permutant successivement les 
facteurs adjoint de a' issus d'orbites inertielles disjointes. 

Pour (ii), on peut se ramener, grâce à (i), k i = r. Alors, rr provient d'une 
symétrie simple et le lemme 4.3 s'applique directement. 

Pour (iii), observons que rjcr' change la composante cr - de a' en ^j.^ et que, 
par hypothèse, cr^ ^. et cr^ ^.^ ne se trouvent pas dans imc même orbite inertielle. 
On peut donc échanger cr^ ^.^ avec les aij qui le précède suite au lemme 4.3. En 
répétant l'opération, on aboutit à Wo^ia'. 

Concernant (iv), la condition rAo = ArO assure que r est produit de symétrie 
simple Sa vérifiant les hypothèse du lemme 4.3. D 

4.5 Notons W{M) l'ensemble des éléments du groupe de Weyl de G qui sta- 
bilisent M et W{M, O) le sous-ensemble formé des éléments qui stabilisent en outre 
O. 

Lemme: Soit w G W{M) tel que wa' soit un sous-quotient irréductible de rpir. 
Alors, il existe w' G W{M, O) et r G W(M) tel que w'a' soit un sous-quotient 
irréductible de rp-K, rAo = A^o et w = rw' . 
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Preuve: En permutant successivement les facteurs de wa' issus d'orbites incr- 
tielles disjointes par des symétries simples, on transforme wa' en un élément de 
O. La proposition 4.4 (iv) s'applique à ces symétries. Notons r le produit de ces 
symétries successives. Alors, par la proposition 4.4 (iv), rwa' est bien un sous- 
quotient irréductible de rpW. Par ailleurs, par construction, r~^Ao = A^-i n- 

□ 

5. Théorème: Soit (tt, V) une représentation irréductible de G qui appartient 
à Repo{G). 

Pour que la représentation (tt, V) soit tempérée (resp. de carré intégrable modulo 
le centre de G), il faut et il suffit que le EndciipEB^) -module Hom^ (ipi^Bg,, V') 
soit tempéré (resp. de carré intégrable modulo Zg)- 

Preuve: Supposons le EndG(«p-EBg,)-module Homo {ipEs^jV) de carré intégra- 
ble modulo Zg- En passant aux sous-groupes paraboliques anti-standard, on déduit 
de la proposition 1.2 qu'il faut montrer que les exposants des sous-quotients irréduc- 
tibles de Tp-TT sont des combinaisons linéaires à coefficients < de A(P). 

Par définition (cf. 2.1), engendre nécessairement M"' n G^ /M^. Par suite, 
a^* est engendré par A^. Comme A^ est formé d'éléments qui sont des multiples 
à coefficients > de S(P), tout clément de A^ est une combinaison linéaire à 
coefficients > de A(P). Par notre hypothèse, les parties réelles des exposants de 
HomG(îp-Bs^, V) relatifs à l'action de Bm sont des combinaisons linéaires de A^ à 
coefficients < 0. Il en est donc par le corollaire 3.4 de même pour les parties réelles 
des exposants des sous-quotients irréductibles de r^n qui sont dans O. Or, comme 
A^ engendre o^*, celles-ci sont alors des combinaisons linéaires à coefficients < 
de A(P). 

En général, un sous-quotient irréductible de r^n est de la forme wa' avec a' € O 
et w G W{M). Par le lemme 4.3, on peut écrire w = rw' avec w' G W{M,0), 
r e W{M), tel que w'a' soit un quotient irréductible de r^ir et rAo ~ ArO- H en 
résulte que l'exposant de wa' est combinaison linéaire à coefficients < de A^^, et 
on en déduit comme avant, en remplaçant Aq par A^o, que le caractère central de 
wa' est une combinaison linéaire à coefficient < de A(P). Par conséquence, n est 
bien de carré intégrable modulo le centre. 

On prouve de manière analogue que Home (zpi^B^, V) tempéré impUque (tt, V) 
tempérée. (Dans ce cas, l'hypothèse que A^ engendre M'^ n G^/M^ n'est pas 
nécessaire.) 

Réciproquement, supposons (tt, V) de carré intégrable modulo le centre. Alors, 
en passant aux sous-groupes paraboliques anti-standard, on déduit de la proposition 
1.2 que les caractères centraux des sous-quotients irréductibles de r^n sont des 
combinaisons linéaires de A(P) à coefficients < 0. 

Sous ces hypothèses, A^ engendre af^ [Si] (voir aussi [H3]) et, pour des raisons 
de dimension, A^ engendre M'^f]G^/M^. Par conséquence, A(P) et A^ ont même 
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nombre d'éléments et engendrent tous les deux a'ff. On en déduit que est ou 
bien irréductible de type A„ (pour G une forme intérieure de GZ/„) ou bien ses 
composantes sont toutes de type ou Dd^ ■ Si G est une forme intérieure de 
GLn, Aq est, modulo une constante > 0, égal à A(P) et l'implication immédiate 
par 3.4. 

Sinon, supposons d'abord que soit produit de systèmes de type Bj,.. Soit A la 
partie réelle du caractère central d'un sous-quotient de r^n qui appartient à O. Par 
hypothèse, A est combinaison linéaire de A(P) à coefficients < 0, et il faut montrer 
que A est combinaison linéaire à coefficients < de A^. Rappelons (cf. 4.2) que 
nous avons noté les éléments de A(P) par ai.j, seule la racine «r-.dr étant courte. 
Notons les éléments de A^ par a'^ j . Après les avoir multipliés par un nombre réel 
< convenable, on peut, suite à la proposition 4.2, supposer que a^ j = aij pour 

j ^ di et a'- ^. = Ui^di + cti+1,1 -\ har.d^- Ecrivant A = Ai,ia;i,i H \- Xr,dr'^r,dr^ 

on trouve 

A = Ai,iai 1 -I h Xi,diOii,di 

+ (A2,i - Ai,dja2_i + (A2,2 - Ai,dja;2_2 H H (A2,d2 - ^i,diW2,d2 

+ (A3,i - A2,d2)a!3,i + (^^3,2 - A2,d2)a!3_2 H H {X3,d3 - ^2,d2W3,d3 ■ ■ ■ 

+ (Ar,l - \r-l,dr-i)'^r,l + {^r,2 " K-l,dr-i)'^r,2 H 1" {Xr,dr ~ ^r-l,d,.-i)oir,d^ 

Il faut donc montrer que Xi.j — Xi-i^di-i < pour i — 2, . . . ,r. Notons wi^i l'élément 
du groupe de Weyl qui permute les facteurs GLk^ x • • • x GLk^ et GL^^ x • • • x 
GLki de M. D'après le proposition 4.4 (ii), u>i.iA est également la partie rélle du 
caractère central d'un sous-quotient irréductible de rp-Tr. Notons P le sous-groupe 

parabolique standard de sous-groupe de Levi wi,iM et âij les éléments de A(P). 
On constate que 

Wi^iX =Ai,iài,i H h Ai_di_i5j_di-i + Al, di (-52,1 ài^di-i) 

+ A2,l52,l + A2,2S2,2 H h A2,d2à2,d2 H 

+ Ai_i,iaj_i,i + h Xi-i^di-i-io^i-i^i-i-i 

+ Ai-i,di_i (-âi,i 5i_i,di_i_i) 

+ Ai,i5i,i H h Ai,d._i5i,d._i + Xi^di{âi,di H h âi^di) 

+ Ai+l,lO!i+l,l -I- • • • -I- Xr,d^ar,d^ 

=(Ai,i - Ai_i,di_i)5i,i H h {Xi^di-i - A,_i,d._J5i,d._i 

+ {Xi,di — Xi-i^di-i)0il,di + • ■ ■ ) 

d'où l'on déduit que Xij—Xt-i^di-i < pour j = 1, . . . , dj. Ceci prouve l'implication 
lorsque toutes les composantes irréductibles de T,q sont de type B^. . 
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Supposons maintenant qu'il y a dos composantes irréductibles So^i de type D^^- 
On a Ao,i = {q:-,i, • . • , "i.d.-i, "i.d,-! + 20;^,^.}, 

A =Ai,ia'i_i H >^i-i,di-i<^i-i,di-i 

+ Ai+i,ia^_,_i ;l + h Xr^d^O^r,!!^ 

avec Xij < 0, et il faut donc montrer que Xi,d,-i — < 0- 

En échangeant de nouveau les facteurs GLj.^ x • • • x GLk^ et OLk^ x • • • x GLki 
de M (ce qui ne revient maintenant qu'à permuter les Q-^.), on se ramène à i = 1. 
D'après le proposition 4.4 (ii), nA est encore combinaison linéaire à coefficients 

< de A(P). Or, on a 

nA =Ai,iQ!'i 1 + • • ■ + Ai,di-i(Q!i,dj_i + 2a'i_rfJ - \i,d^a\ d^ 

+ ^2,10-2,1 H 1- K,dr(^'r,dr 

=•^1,10=1,1 "I 1" ^i-rfi-i^Mi-i + (2Ai,di-i - Xi,di)ct'i,d^ 

+ •^2,ia2_i H 1- Xr4r(^'r,dr 

En remplaçant a - ^ par son expression par les a,,j, on trouve bien que 2Ai,di_i — 
Ai,di < 0) parce que c'est le coefficient devant a\^di ■ 

Considérons maintenant le cas où (tt, V) est tempérée. Alors, le raisonnement 
précédent pour tt de carré intégrable reste valable après avoir remplace < par 

< au détail près que certains des A^^j peuvent bien être de type Adi-i- Le 
raisonnement précédent ne permet alors plus de conclure que A est combinaison 
linéaire à coefficients < de Ag). Mais, on peut toujours échanger les facteurs 
GLfei X • • • X GLk^ et GLfe^ x • • • x GL^- de M pour se ramener à i = 1. Par le 
proposition 4.4 (iii) et l'hypothèse, wo,iA est également une combinaison linéaire à 
coefficients < de A(P). Comme 

i"o,iA = + Ai,di-ia'i,i + h Ai,ia'i - Ai,dia'i,di 

+ '^2,ia2,l + ■ • • Xr^d^a'^^j^^, 

on en déduit que Ai^d^ = 0, après avoir remplacé les a- ^ par les aij. Donc, A est 
bien une combinaison linéaire de A(P) à coefficients < 0. 
Ceci termine la preuve du théorème. 
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